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1 Sprzezenie zwrotne. Zadania ukitadu regulacji.

1.1 Sprzezenie zwrotne

Sprzezenie zwrotne (feedback) jest przede wszystkim podstawowg metodg sterowania systemami
niestabilnymi. Ogdlnie, sprzezenie zwrotne stosuje sie zawsze w warunkach niepewnosci i
niekompletnosci informacji o systemie i zaktdéceniach. Reprezentowane jest przez tancuch
przyczynowo skutkowy, przedstawiajacy zaleznosci:

Wejscie -» System Dynamiczny —» Wyjscie » Pomiar -
- Poréwnanie z Sygnatem Odniesienia - Wejscie

Sygnat
odniesienia Wejscie System Wyijscie
dynamiczny

Pomiar

Rysunek 1.1: Uktad z (ujemnym) sprzezeniem zwrotnym

1.2 Zadania uktadu regulacji

- nadazanie za sygnatem referencyjnym (odniesienia) wskazujgcym nowy poziom wyjscia

>

dtura

temper

- stabilizacja zmiennej w punkcie pracy pomimo zjawienia sie zaktdcenia

sygnat
zaktocajacy

tem pe$ura
|

>
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2 Modele procesow fizycznych i ich opisy. Modele sygnatow.
Zasady ciagtosci.

2.1 Modele procesow fizycznych

W automatyce rozrézniamy nastepujace typy modeli proceséw fizycznych:

Statyczne Dynamiczne

(réwnania algebraiczne) (réwnania rézniczkowe)

Liniowe Nieliniowe

(réwnania liniowe) (réwnania nieliniowe)

O parametrach skupionych O parametrach roztozonych

(réwnania rézniczkowe zwyczajne) (rédwnania rézniczkowe czgstkowe)
Stacjonarne Niestacjonarne

(réwnania o parametrach statych w czasie) (réwnania o parametrach zmiennych w czasie)
Ciggte Dyskretne

(réwnania rézniczkowe) (réwnania réznicowe)

Deterministyczne Losowe (stochastyczne)

(réwnania deterministyczne) (réwnania z teorii proceséw stochastycznych)
Chaotyczne

(réwnania rézniczkowe nieliniowe)

Tabela 2.1: Typy modeli procesow fizycznych i rownania je opisujqce

Najprostsze modele dynamiki opisywane sg przez liniowe, stacjonarne réwnania rézniczkowe, a
najtrudniejsze - przez nieliniowe, niestacjonarne rownania czastkowe.

Najwazniejszy jest podziat na modele statyczne i dynamiczne.

Modele statyczne tworzone sg gtdwnie dla celéw poszukiwania optymalnego punktu pracy instalacji
technologicznej.

I Jak poustawiac rézne parametry, zeby koszty produkcji byty jak najnizsze, a zysk jak
najwiekszy.

Modele statyczne reprezentujg zachowanie sie systemu w stanach ustalonych (czyli np. w tymze
punkcie optymalnym). Modele dynamiczne odwzorowujgq zachowanie sie systemu w stanach
przejsciowych.

2.2 Stany przejsciowe
Stany przejsciowe wywofane sq:

« planowymi zmianami punktéw pracy instalacji przez personel operatorski lub komputer
sterujacy

« nieprzewidzianymi zaktéceniami oddziatywajacymi na zmienne sterujace, zmienne
wyjsciowe i parametry procesu
I tu wracamy do zadan uktadu regulacji.

System fizyczny uznawany jest za statyczny (pozbawiony dynamiki), gdy wielkos¢ wyjsciowa
y(t,) dla kazdej chwili ¢, zalezy tylko od wejécia u(Z,) i nie zalezy od wartoéci u(t) dla t#t,. W
rzeczywistosci idealne systemy statyczne nie istnieja.

u — sterowanie y — wyjscie

ustalone System ustalone
dynamiczny

Rysunek 2.1: Model statyczny

Modele statyczne mozna tez przypisac¢ wielu procesom i obiektom automatyki, mimo ich istniejacej
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dynamiki. Mogg one by¢ rozwazane jako charakterystyki ich stanéw ustalonych. Mozna je uzyskac
przyrownujac do zera wszystkie pochodne zmiennych procesowych po czasie w réwnaniach
rézniczkowych zwyczajnych, opisujacych dynamike procesu.

Mamy obiekt liniowy okreslony réwnaniem:
x(2)+0,1x(¢)+x(2)=0,1u(t)

Model statyczny tego procesu ma postac:

x=0,1u
2.3 Modele sygnatéow
1. Skok jednostkowy 1(7) : A
0 <0
1(z)=
) {1 t=0 1
2. Impuls jednostkowy z parametrem «, A(#,«) :
>
- t
a) Alt,«): [ Alr,0)di=1 .
o Rysunek 2.2: Skok jednostkowy
. 0 t#0
lim A(¢, )=
b) fim Al @)= 2o

3. Delta Diraca 6(¢):

a) 6(¢1)=limA(t,x) = fé dt=1

x—0

by &(t)=% :>f5 ydT=1(¢)

2.4 Rzad ukiadu

Rzad uktadu (réwnania rézniczkowego) pokrywa sie z reguty z iloscig niezaleznych magazynéw
energii (pojemnosci), pomiedzy ktérymi moze nastepowac jej wymiana.

Pojemnos¢ = czion catkujacy.

2.5 Zasady ciagtosci
Zasady ciggtosci, stosowane do budowy modeli dynamicznych:
1. Zasada ciagtosci pedu (bilans sit)

dlm(t)v,(t)] dm(t) dv.( N
dt - dt Vi<t) d ZF

Jj=1
gdzie v,(7) - predko$é w i-tym kierunku, F; - j-ta sktadowa sit w i-tym kierunku
2. Zasada ciaqgtosci masy (bilans materiatowy)

Dla ukfadu dynamicznego szybko$¢ zmiany magazynowanej masy rowna sie réznicy
doptywu i odptywu masy do uktadu.

3. Zasada ciagtosci energii (bilans cieplny)

Szybkos¢ zmian energii uktadu rowna sie réznicy doptywu i odptywu energii ukfadu przez
konwekcje, dyfuzje, przewodzenie, promieniowanie plus ciepto wydzielone przez reakcje
chemiczng, minus praca wykonana przez uktad na otoczeniu.
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3 Modele dynamiczne liniowe i nieliniowe.

3.1 Czion inercyjny I rzedu ; R
O > O
1. Elektryczny:
. du,(t) 1 C
i(t)=C ;’Z :E(u1(t)_u2(t)) U, T U,
Stad fadunek: ¢(7)=Cu,(z) 2 )
qd tadunek: ¢ 2 Rysunek 3.1: Uklad RC
dq(t) 1
R———+—¢q(t)=u,(t
L L g()=u, (1 ‘
2. Mechaniczny: b
dx,(t)
b ;’t k(x,(t)—x,(¢)|=0
dx,(t) Xy
b = oy (1)= o, (1) k
3. 0Ogdlnie:
—x(t) n
X(t)=T+bu(t) , dla danego x(0)=x, Rysunek 3.2: Uktad
mechaniczny
—t
x(t)=b+e’ (x,—b)
Co dla x,=0 przechodzi w: _ o
Ten wzor jest z ksiqzki, na
x(t)Zb( l—e_?t wyktadzie byt inny.
I WAZNY JEST WARUNEK POCZATKOWY =— STAN W JAKIM ZNAJDOWAL SIE UKLAD W CHWILI t=0
vA
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, A | |
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, A NS N S A
b — = 4
******************************** I 4 g s
b,=x, [ I R4 R L
\ — i
> |
T >
Rysunek 3.3: Zaleznos¢ rozwiqzania od ‘ ‘
warunkow poczqtkowych Rysunek 3.4: Rozwiqzanie dla x, = 0
3.2 Czlon rézniczkujacy z inercja I rzedu @_ﬂ_{ c o

Wystepuje pochodna na sygnale wejsciowym.
1. Elektryczny:

C d(uz(t)_”1(t)) :—uz(t)

dt R

L

O O
Rysunek 3.5: Uktad RC
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duy(t) u(t)  du,(t)
R i C =R dt

. Mechaniczny:

d|x,(t)—x,(t))

—+ =
b — e, (£)=0
dx,(t) dx,(t)

+ =
b ” kx,(¢)=b "

Uktad II rzedu (oscylacyjny)

. Elektryczny:

aile)

L
dt

t
+Ri()+L [i(t)dT=elr)
Co
Przyjmujac, ze ¢(¢) to tadunek elektryczny:

La(0)+ Ry(0)+a(t)=e()

. Mechaniczny:

Rownanie rownowagi sit:
mx(t)+bx(t)+kx(t)=f(t)

g

Xy
Rysunek 3.6 Uktad

mechaniczny
L R
EEYA'AA'A

Rysunek 3.7: Uktad szeregowy RLC

o m
H #f(t)

Rysunek 3.8: Uktad mechaniczny 11 rzedu

Uktad mechaniczny

Uktad elektryczny

Sita f (moment T')

Napiecie u

Masa m (moment bezwiadnosci J)

Indukcyjnos¢ L

Wspditczynnik tarcia wiskotycznego b

Opér R

Stata sprezyny k

Odwrotno$¢ pojemnoséci C™!

Przesuniecie x (kat «) tadunek g
Szybkos$¢ x=v (&=w) Prad i
Moc p=fv Moc p=ui

Tabela 3.1: Analogie wystepujace w uktadach mechanicznych i elektrycznych
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3.4 Model hydraulicznego czfonu
catkujacego (zbiornik liniowy bezodptywowy)

Teoretyczna wysokos$¢ scianek wynosi o .
QO(t) - masowe natezenie przeptywu

p - gestosc

P - pole powierzchni (const.)
V(t)=Ph(t) - objetos¢

dh (1)

PPTZQU) =

h I

Th(t)=0(1)

1" Rysunek 3.9: Zbiornik prostopadtoscienny
h(t)z?fQ(T)dT dla /#(0)=0
0

Zbiornik prostopadioscienny jest dla zmiennej 4 (¢) cztonem catkujacym.

3.5 Model hydraulicznego obiektu inercyjnego
(zbiornik liniowy z odptywem swobodnym)

\
Poniewaz model ma by¢ liniowy, nie moze wystgpi¢ w nim ‘
pierwiastek. Przyblizamy wiec:

_h(t) _h(1)
Q1(1)— R ~ R
pPh(t)ZQ(t)—% o
WO 1 -
h(t)= pPRh(t)+pPQ(t) N ’T

Zbiornik z odptywem posiada ceche samowyrédwnywania

Rysunek 3.10: Zbiornik z odptywem
poziomu tak jak obiekt inercyjny.

3.6 Tabela zbiorcza obiektow
Dla K=0.51 T'=1 (poza 8., gdzie T=3)

Idealny obiekt rézniczkujacy nie wystepuje
w przyrodzie. Jego wykresow nie jestem pewna.

- Nazwa Odpowiedz y(¢) na:
Rownanie Transmitancja .
obiektu u(t)=1(t) u(1)=6(1)
2 1
1
L y(t)=Ku(t) K proporcjonalny ] 0
-1 . -1 .
a 0.5 1 a 0.5 1
1 2
1
p(t)= LS - 0.5
2 y(t)=Ku(t) 5 catkujacy : / .
a . -1 .
0 0.5 1 1] 05 1
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Odpowiedz y(¢) na:

Réwnanie Transmitancja Nbafz‘l'(va
oblektu u(t)=1(1) u()=6(1)
=0 1
y(t)=Ku(t) Ks rézniczkujacy | - 0
-0 s _1 L
0 05 1 a 0.5 1
1 1
T(t)+y(t)=Kult) K inercyjny I 10 5 0.5
Ts+1 rzedu f’ &
0 : 0
0 5 10 0 5 10
1 a
. . Ks rézniczkujacy z | 5 15 /
70+ y(0)=Ka) - T &
0 -1 :
0 5 10 1] 5 10
B 1
K 4
. . _ catkujaco- 0a
V(6)+T y(t)=Ku(t) SG1T) mercyiny , ﬁ
a 0 :
1] 5 10 0 5 10
1 0.5
P(0)+T () +y()=Kult)| —— |T =2 Irzeduins 0 [\/‘
| Y Y P Ts+1 oscylacyjny
0 : 0.5 :
0 10 20 1] 10 20
1 0.z
"(t)+T'(t)+ (t)—K (t) L T>2,1Irzedu |5 1 101
{4 Y Y\l = /U S+ Ts+1 przettumiony /_>
0 . 0
0 10 20 0 10 20
1 0.5
) K 05 0 -
P(t)+y(t)=Ku(t) Pl oscylacyjny | Y
0 ' 0.5 '
0 20 40 1] 20 40

Tabela 3.2: Tabela zbiorcza obiektow
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3.7 Modele dynamiczne nieliniowe A

styczna

Dynamike uktadéw nieliniowych opisujg rownania rézniczkowe
nieliniowe. Np.:

P(e)+ 7y () F+y(t)=ult)
p(&)+y()y(t)+y(t)=u(t)

() + 3 (t)+sin(y(2))=ult)

Niektdre z tych réwnan rézniczkowych mozna rozwigzac
analitycznie, dla wielu jednak wzory nie istniejg. Wtedy mozna
wykona¢ linearyzacje danej nieliniowosci w niewielkim
wybranym obszarze (punkcie). Wykorzystuje sie szereg Taylora
uciety do dwdch wyrazow.

I -
Yo X

Rysunek 3.11: Przyktad linearyzacji

I WAZNY JEST PUNKT PRACY — OD NIEGO ZALEZY DOKtADNOSC LINEARYZACII.

Nieliniowo$¢ = a-h+b, gdzie a=tg(«x).

3.8 Model zbiornika stozkowego z odptywem §>

Pole powierzchni cieczy w zbiorniku stozkowym zalezy od \

wysokosci stupa cieczy. Objeto$é ¥V (4) nie zmienia sie wiec w |
sposob liniowy. Najprostszym sposobem zamodelowania takiego ¢ 0 (1)
ukfadu jest uznanie go za liniowy w pewnych wybranych punktach !
pracy (czerwona linia na rysunku obok). Dokonuje sie to poprzez
rozwiniecie V (h) w szereg Taylora w okolicy tych punktéw.

Qz(t)

Rysunek 3.12: Zbiornik
stozkowy
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4 Transformata Laplace'a. Transmitancja operatorowa.
Odpowiedz ukiadu na wymuszenia harmoniczne. Modelowanie
systemow dynamicznych.

4.1 Transformata Laplace’'a

Transformate Laplace'a definiuje sie jako:
ZIfWl=F(s)=] f(r)edr
S
Danej funkcji f (¢) przyporzadkowuje ona funkcje F(s), gdzie s=«+ jw . Aby transformata

istniata, musi istnie¢ dla danej funkcji f (¢#) przynajmniej jedno s, dla ktérych taka catka istnieje,
tzn. jest mniejsza od oo :

<00

[e‘“f(t)dt

st

Transformata Laplace'a nie istnieje np. dla f(t):etz , poniewaz funkcja ta rosnie szybciej niz ¢~
maleje.

u(t) réwnanie y(2)
> rézniczkowe >
L
tablice tablice

rownanie

U(s) 9 algebraiczne > Y (s)

Rysunek 4.1: Schemat stosowania transformaty Laplace'a

Oryginalna f () Transformata F(s)
6(¢) 1
1(¢) %
l(t) - s—}-a
1 —at 1
Z(l_ s(s+a)
tnfl L
l(t)(”_l)-’ s"
1
1(¢t)te ™ oty
n!
1(¢)t"e ™ (s+a)!
n n!
1(n)[1-e St 1)(5+2). (s +7)
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Oryginalna [ (¢) Transformata F(s)
1)) ——
s +w
1(r) cos (w?) -
cos (w
s+
—at . o
1(t)e “'sin(wt) (s+a )+’

Tabela 4.1: Przyktadowe transformaty
4.2 Witasnosci transformaty Laplace'a
1. Liniowos¢:
af (t)+bf ,(t) = aF (s)+bF,(s)
2. Skalowalnos¢:
flan) o L
3. Przesunigcie w czasie:
flt=7) & F(s)e™"

4. Przesunigcie w dziedzinie cz¢stotliwosci:
e “f(t) © F(s+a)

5. Splot w dziedzinie czasu:

P f0=] S0 fale=r)d T o Fy(s)Fy(s

6. Splot w dziedzinie czgstotliwosci:

L0500 = S P

7. Jednostronne rozniczkowanie w dziedzinie czasu:

df (t) _
o ° sF(s)—f(07)

8. Jednostronne rézniczkowanie w dziedzinie czasu dla zerowych warunkow
poczatkowych i dla niezerowych warunkéw poczatkowych:

M P SnF(S)
dt"

d" f(t)

gy < S"F(s)—i-sn_lf(O_)—S"_zf(l)(O_)—...—f("_l)(O_)
t

4.3 Odwrotna transformata Laplace'a

Problem transformacji odwrotnej sprowadza sie do rozwigzania rownania catkowego Laplace'a:

F(S):Tf(T)eﬂTdT

a poszukiwana funkcja f (¢) bedzie rozwiqzaniem transformacji odwrotnej Laplace'a:
f)=2""F(s)

12 Podstawy sterowania



4.4 Rozwiazywanie rownan rézniczkowych technika operatorowa
Mamy réwnanie:
P(t)+3p(t)+6 y(t)+4y(t)=u(t)+3u(z)
Warunki poczatkowe zerowe: y(0)=0, »(0)=0, 7(0)=0.
Funkcja wymuszajaca u(z)=6(¢) dla t=0.
Po zastosowaniu transformacji Laplace'a otrzymuje sie:
Y (s)(s’+3s*+6s+4)=(s+3)U (s)

gdzie U (s)=1.
Stosujemy rozktad na utamki proste:
s)= s+3 _ Bs+C + A Gdvbrémy cheioli L
T2 ) T2 s+1 ybysmy chctelt powrocic na
(s7+2s+4)(s+1) s"+2s+4 wspolna kreske utamkowa, to trzeba
s+3=(s+1)(Bs+C)+A(s +2s+4) pomnozyé (Bs+C)-(s+1) i

2
S+3=Bs’+Cs+Bs+C+ A+ 2As+4A A(S°+2s+4)

s+3=5*(A+B)+s5(2A+B+C)+4A+C

Poréwnujemy wspodfczynniki lewej i prawej strony przy
jednakowych potegach s:

Impulze Responze

A+B=0 5 , he
2A+B+C=1 = Azg,Bz—g,C:—
4A+C=3 o
21 2 s+l 1 3 2
Y(s)=2 —-% +-
354D 3 (54143 3 (s+1)°+3 T
Rozwigzanie ma wiec postacd:

y(t)= ze_’%e_tcosHH—i§ e 'sinyV3¢|-1

( l) 0 5 10
3 3 V Rysunek 4.2: Rozwiqzanie rownania

Zadziatanie na uktad deltg Diraca to troche jak pstrykniecie sprezyny — drga przez chwile, a
potem wraca do stanu poczatkowego. Podanie na wejscie skoku jednostkowego dziata jak
zawieszenie na sprezynie ciezarka — drga przez chwile, a potem znajduje nowy punkt
rownowagi.

4.5 Transmitancja operatorowa

STOSUNEK TRANSFORMATY LAPLACE'A FUNKCII WYISCIA SYSTEMU DO TRANSFORMATY LAPLACE'A
WEJSCIA SYSTEMU (PRZY ZEROWYCH WARUNKACH POCZATKOWYCH) TWORZY ULAMEK WYMIERNY
ZMIENNE]J § I NAZYWA SIE TRANSMITANCIA OPERATOROWA SYSTEMU G(S) .

Y(s) L(s) bus"+b,_s" ' +...+b s+b,

Gl(s
U(s) M(s) a,s"+a, 5" '+...+a,s+a, (s)

Pierwiastki wielomianu licznika ( L(s) ) nazywane sa zerami transmitancji, a pierwiastki
mianownika ( M (s) ) - biegunami.
4.6 Wiasnosci transmitancji

Aby transmitancja byta realizowalna fizycznie, stopien licznika musi by¢ mniejszy lub réwny
stopniowi mianownika (m=<n).

Podczas korzystania z opisu za pomocg transmitancji nalezy pamieta¢ o dwoch jej cechach:
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1. transmitancja nie uwzglednia wptywu warunkéw U Y
poczatkowych na rozwigzanie 1 G 1
> 11 '< > >
2. transmitancja obejmuje swoim opisem dynamike +
systemu zwigzang bezposrednio z torem wejscie-wyjscie; > G
niekiedy tor ten reprezentuje caty uktad, ale niekiedy 12
tylko jego czes¢
> G21
4.7 Transmitancja ukftadow wielowymiarowych N } v
W liniowych uktadach wielowymiarowych przy wielu réznych —2L G22 »@—»2

wejsciach i wielu réznych wyjsciach mozna okreslac¢
transmitancje toréw skrosnych pomiedzy i-tym wejsciem
i j-tym wyjsciem:

Rysunek 4.3: Przyklad transmitancji
wielowymiarowej

Transmitancja G(s) tworzona jest wiec jako macierz transmitancji skalarnych G,(s) .
Dla przykfadu z rysunku 4.3 mozna to przedstawié nastepujaco:

Yl(s> Gll(S) Glz(s) UI(S)
YZ(S> G21<S) G22<S) UZ(S)

Uktady wielowymiarowe stanowig pewng trudnosc¢ dla zadan sterowania, gdyz zmiana kazdego z
osobna sterowania powoduje jednoczesne zmiany wielu wyjs¢.

Przyktadem uktadu wielowymiarowego moze by¢ helikopter. Gdy damy sygnat do lotu w gore,
helikopter , bedzie chciat” kreci¢ sie bardziej niz przed chwila, w zwigzku z czym zwiekszg sie
obroty Smigta bocznego. Ta zmiana z kolei sprawi, ze helikopter bedzie Sciagany w dét.
Podobnie jest w przypadku checi zmiany kierunku lotu. W skrdcie: sterowania ,géra-dét” i
~skrec¢” nie sq od siebie niezalezne.

Aby rozseparowaé wptyw sterowan na wyjscia stosuje sie sprzezenie zwrotne i specjalne uktady
odsprzegajace, dotgczone do systemu sterowanego.
4.8 Algebra schematow blokowych

1. Potaczenie rownolegte transmitancji

G1
u N \
+
Gz
Rysunek 4.4: Polqczenie rownolegte

transmitancji
| G,=G,+G,
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2. Pofaczenie szeregowe transmitancji

Y,
—>

u Y,
—» G —» G,
Rysunek 4.5: Polqczenie szeregowe
transmitancji
| G,=G,G,
3. Sprzezenie zwrotne
u
— G
*
H

Rysunek 4.6: Sprzezenie zwrotne

“17G-H

+ przy ujemnym sprzezeniu zwrotnym

| oew

— przy dodatnim

4. Przesuwanie wezfa sumacyjnego

Rysunek 4.7: Przesuwanie wezta sumacyjnego

| (U+2)G=UG+ZG=Y

5. Przesuwanie wezta zaczepowego

Rysunek 4.8: Przesuwanie wezta zaczepowego

—» O

u
—p» G
u

—p» G
u
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4.9 Przykitady transmitancji uktadow skalarnych

. Transformata . . . Transformata
Oryginat u(¢) Uls) Transmitancja Nazwa obiektu odpowiedzi
1 jaco- 1
5(¢) 1 ga+ku1qco
s(s+a) inercyjny s(s+a)
1 1 : : 1
1) s s+a inercyiny s(s+a)
1 1 1
., —at el :
1(t)-e ta E catkujacy s(s+a)
1 -« 1 proporcjonalny o 1
(1—e™) 1 L
P s(s+a) wzmocnieniu 1 s(s+a)
Tabela 4.2: Transformata wejscia i transmitancja a transformata wyjscia
Stabilny uktad inercyjny rzedu I:
1. Ukfad RC:
| R vA
1
o o7
C
U, N U, ; >
@ O
Rysunek 4.9: Uklad RC Rysunek 4.10: Odpowiedz y=u, na skok u,
1 U,l(s)
Uz(S):a' l 1
R+—
Cs
U,(s
Gls)= oAs) 11
U,(s) Res+1 Ts+1
u,(1)=KI(t)

t

J/(t)zuz(t):K[l_e !

2. Czton catkujacy z ujemnym sprzezeniem zwrotnym:

I
»@» — T
Ts

Rysunek 4.11: Czlon catkujqcy z ujemnym sprzezeniem zwrotnym

1
Ts _ 1
1 Ts+1

1+—
Ts

G(s)=

4.10 Odpowiedz na wymuszenie harmoniczne

Aw

Dla sterowania #(t)=4sin(w?) = U(s)=—— i transmitancji G(s)=

Aw K
s +w 14+sT

transformata

16
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wyjscia (przy zerowych warunkach poczatkowych) moze by¢ roztozona na utamki proste. Po
obliczeniach otrzymujemy:

Y(S): AK w = AK Tzw © sTw
(Ts+1)(s’+ ) T’w'+1| Ts+1 P+’ s'+w
Stad mamy:
_t _t
y(t):# Twe T+sin(wt)—Twcos(wt))=@e T+L5in(wf—¢)
T*w’+1 T*w’+1 VT2 +1

Gdzie tg(¢p)=wT, co oznacza, ze sygnat na wyjéciu jest zawsze opdzniony.

Traktujac transmitancje jako liczbe zespolong ( s=jw ), mozna policzy¢ jej modut w funkcji
parametru czestotliwosci w :
. K K(1-Tjw) K . KTw
G w — — — —_ —
U T e 11T i@ 13T

Jest to tzw. transmitancja widmowa, gdzie:
V1470’
tglp(w)l=wT

L . o
Poniewaz , ., -, , 7_, dla stanu ustalonego mozna zapisac:

v (t)=4|G(jw)|sin[w = ¢ (w)]
Wynik ten moze by¢ uogdlniony na uktady liniowe wyzszego rzedu.

Zatézmy, ze mamy kilka potaczonych ze sobg zbiornikdw - z pierwszego woda przelewa sie do
drugiego itd. Bawimy sie kranem nad pierwszym zbiornikiem, odkrecajac i zakrecajac go ,w
rytm” sinusoidy. Po pewnym czasie (gdy zbiorniki napetnig sie do pewnych pozioméw)
zauwazymy, ze poziom wody w ostatnim zbiorniku podnosi sie i opada zgodnie z ,rytmem”
sinusoidy wejsciowej. Jest tylko troche sp6zniony w stosunku do odkrecanego i zakrecanego
kranu.

Podsumowujac:
JESLT NA WEJSCIU BY SINUS, TO NA WYISCIU TAKZE (PO A

PEWNYM CZASIE) OTRZYMAMY SYGNAL SINUSOIDALNY. NIE G(jw)
WAZNE JEST, JAKI BYL RZAD UKLADU.

SINUS WYJSCIOWY MA TA SAMA CZESTOTLIWOSE CO
WEJSCIOWY, ROZNIC SIE MOZE AMPLITUDA I FAZA.

eV

WRAZ ZE WZROSTEM CZESTOTLIWOSCI ZMNIEJSZA SIE MODUL w, | wyi
TRANSMITANCII, A CO ZA TYM IDZIE — ZMNIEJSZA SIE

) Rysunek 4.12: Filtr dolnoprzepustowy
AMPLITUDA SYGNALU NA WYISCIU.

4.11 Transformata Fouriera

Kazdy sygnat mozna przedstawi¢ za pomocg sumy sinusoid o réoznych czestotliwosciach,
amplitudach i fazach. Za pomoca transformaty Fouriera (dla funkcji spetniajgcych pewne warunki)
mozna wyznaczy¢ te wtasnie sinusoidy.

Zatézmy ze z satelity ma by¢ przestany pewien sygnat, sktadajacy sie z 10 000 liczb. Zatézmy
tez, ze po wyliczeniu szybkiej transformaty Fouriera okazato sie, ze sktada sie on z 17 sinusoid.
Lepiej jest przesta¢ 3(amplituda, czestotliwos¢, faza)*17=51 liczb niz 10 000.
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4.12 Charakterystyki czestotliwosciowe uktadow dynamicznych
Wyrdézniamy dwa rodzaje charakterystyk:

a) charakterystyka Nyquista, bedaca charakterystyka amplitudowo-fazowgq; otrzymuje sie jq
poprzez narysowanie na ptaszczyznie Nyquista transmitancji widmowej ( G(jw) ) w funkcji
parametru czestotliwosci w .

b) charakterystyka Bodego, bedaca charakterystykg amplitudowa i fazowq; sq to wykresy
logarytmiczne wzmocnienia sygnatu w zaleznosci o czestotliwosci oraz wykresy fazy w
funkcji czestotliwosci.

Dla obiektu inercyjnego I rzedu ( G(s)= , tgp(w)=wT) charakterystyki te sq nastepujace:

Ts+1

Charakterystyka Myguista ohiektu inercyinego | rzedu dia k=1, T=0.5
|:|1 T T T v T T

01 F

N2 F

03k

0.4+

05+

D's urajons

o7k i
NiF: ) S i -

gl i

I H 1 1 1
0 0z 0.4 0E 0s 1

0= rzeczywista

Charakterystyka Bodego obiektu inercyinego | rzedu dia K=1, T=0.5

Wrmocnienie [dB)

Faza (deqg)

Crestotlivwasc (radizec)
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4.13 Modelowanie systeméw dynamicznych za pomoca rownan

rozniczkowych stanu
Stan x - najmniejsza liczba wielkosci przypisanych do ukfadu.
Aby przewidzie¢ zachowanie ukladu potrzebne sa:
. wa(rto)s’ci zmiennych stanu w chwili poczatkowej =/,
(x{%))

- znajomos¢ modelu systemu, czyli struktury powigzan
miedzy zmiennymi stanu

. znajomo$¢ przebiegu sterowania u(¢) na catym
przedziale [,1,]

>
> N >
> /\ >
ueR’ x€R" y€eR”

Rysunek 4.13: Ukiad dynamiczny

Wyjscie y - wybrany zbiér wielkosci procesowych, ktére sg szczegodlnie interesujace z punktu
widzenia modelowania lub systemu sterowania (np. nalezy je stabilizowac).

Jako zmienne stanu w ukfadach mechanicznych przyjmuje sie przesuniecia, predkosci i

przyspieszenia.

Jako zmienne stanu w uktadach elektrycznych przyjmuje sie napiecia na pojemnosciach C

(kondensatorach) i prady w indukcyjnosciach L (cewkach).

STANDARDOWA FORMA LINIOWEGO ROWNANIA STANU DLA UKLADU STACJIONARNEGO MA POSTAC:

X(t)=Ax(t)+Bu(t), x(t5)=x,
y(t)=Cx(t)+ Du(t)
pLA Vi>t,: x(t)eR",u(t)eR", y(t)eR™
Gdzie:
n - ilos¢ wejsc
r — ilos¢ sterowan
m - ilos¢ wyjsé
A - macierz stanu o wymiarach nXn
B - macierz sterowania nXr
C - macierz obserwacji mXxn
D - macierz wyjscia mXr
Ogdlne rozwigzanie x(f) ma postac:
x(t)ZeA(’_“)x(tO)—FjeA('_T)Bu(T)dT

Lo

catka splotowa

A funkcja wyjscia y(¢) :

t
y(0)=Ce™ x(t,)+C [ """ Bu(t)d T+ Dult)

ty

Dia £,=0 oTRZYMUIEMY:

t
x(t)=e" x0+f e Bu(t)dT
0

Przyktadowo dla u(¢)=1(¢) i przy zatozeniu nieosobliwosci 4 ( |4]|#0 ) rozwigzanie ma postac:

x(t)=e" xO—I-A_l[eAt—I} BZeAt{ xo+A™ B]—A_1 B

Podstawy sterowania
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4.14 Woyliczanie macierzy funkcyjnej e*

Niektore metody wyliczania wyktadniczej postaci macierzy funkcyjnej e® :

z definicji szeregu wykladniczego:

a_ o (4t) A8 AP
=> oA+
¢ ,;0 k! 2 6

+...

-z twierdzenia Sylwestera, wykorzystujac wielomian interpolacyjny Lagrange'a f(a)=e”

+ jako odwrotne przeksztatcenie Laplace'a

eAtZZ_‘[(SI—A)_‘]

- transformacja do diagonalnej postaci Jordana
e"=Te" T, J=T AT
gdzie:
A; - wartosci wtasne

T, - odpowiadajgce im wektory wiasne (gtdbwne) macierzy A

T=T\T,...T,| - modalna macierz transformacji 4 do postaci Jordana J
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At

+ numeryczne wyliczanie e
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5 Wektory wilasne i wartosci wlasne macierzy. Transformacje
liniowe zmiennych stanu. Transmitancja a rOwnania stanu.

5.1 Definicja formalna macierzy liczbowej

Uktad liczb rozmieszczony w tablicy o m wierszach i n kolumnach nazywamy macierza [mXxn|
wymiarowa. Stanowi on odwzorowanie pary liczb (i, j) w element a; .

ap Ay
A= ...
aml amn
5.2 Definicja operatorowa macierzy A

Kazdy liniowy operator przeksztatcajacy skonczenie wymiarowq
przestrzen X"— X", (przy zadanych wektorach bazowych) ma postac
macierzy |mXn|-wymiarowej. 1

Macierz kwadratowa przeksztatca elementy (wektory) przestrzeni

X" winne elementy tej samej przestrzeni. § -
Ax=y, x,yeX" W |
| X |
1 =3|[2]_[-1 i i
-1 5])[1] ] 4 | >
5.3 Wektory wiasne i wartosci wiasne macierzy Rysunek 5.1: Ilustracja
s . . . o definicji operatorowej
Dla kazdej macierzy kwadratowej |[nXn| istnieja w przestrzeni X ;
macierzy

charakterystyczne wektory, ktére po przeksztatceniu przez te macierz
pozostajq kolinearne, tzn. zmieniajgq tylko swojg dtugosc¢ z pewnym wspotczynnikiem A . Wektory
te nazywajg sie wektorami wtasnymi macierzy A4 , a wspotczynniki proporcjonalnosci nazywane
sq wartosciami witasnymi tej macierzy.

Aw=Aw = (A-AI)w=0

Aby powyzszy ukfad posiadat niezerowe rozwigzanie dla wektora w, rzad macierzy (A—AT)
musi by¢ mniejszy od n . Stad z warunku det[A—A1]=0 otrzymuje sie wielomian
charakterystyczny, ktory posiada n pierwiastkdw A, . Dla danego A=A; wyznacza sie z ukfadu
rownan wektor w,, ale tylko z doktadnoscig do wspoétczynnika ¢, tzn. wektor ¢-w, (¢ - dowolna
stata) rowniez spetnia ten ukfad. Z uktadu wyznacza sie wiec nie wektory, a raczej kierunki
wiasne, ktore nie ulegaja zmianie przy przeksztatceniu przez macierz 4 . Stad wektory wiasne z
reguty moga by¢ znormalizowane do jednosci.

Jesli wartosci wtasne sq pojedyncze, mozna wyznaczy¢ n wektoréw wiasnych liniowo
niezaleznych. Macierz W, ktérej kolumny sg utworzone z wektoréw wtasnych macierzy 4,
nazywa sie macierza modalng macierzy 4.
5.4 Transformacje liniowe zmiennych stanu
Dany jest uktad wielowymiarowy (MIMO, Multi Input - Multi Output):

x(t)=Ax(t)+Bu(t)

y(t)=Cx(t), x.=x(*) - warunki poczatkowe

x(1)eR", u(t)eR", y(t)eR™, Y t=0

Mozna znalez¢ nieosobliwg macierz transformacji podobienstwa 7' zbudowang z wektoréw
wiasnych i gtdéwnych (macierz modalng), przeksztatcajacg zmienne stanu x w inne zmienne
stanu z:
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Wtedy:
(=T " ATz(t)+T " Bu(t)=Jz (t)+ B u(t)
y(t)=CTz(t)=Cz(1)
Z():Til.xO
Po podstawieniu 7-'A4T=J, rozwigzanie ma postac: u y
t —®» A4,B,C —»
z(t)=e”"z. +_f " Bu(t)dT
: u . A
, —® J,B,C e
x(t):TejtT_\x,-i-f Tej(t_ﬂT_’Bu(T)dT Rysunek 5.2: Dzialanie
) transformacji liniowej zmiennych
Wazna jest zaleznos¢: stanu

At Jt p—1
e"'=Te”' T

Wyijécie y(¢) moze byé wyrazone wzorem:
t
y(t)=CTe” T71x0+CJd T T Bu(t)d T
0

I Dzieki transformacji liniowej do innych zmiennych stanu mozna pozby¢ sie sprzezenia
zwrotnego - rozsprzec uktad.
5.5 Impulsowa funkcja przejscia

Odpowiedz y(f) systemu na specjalny sygnat sterujacy bedacy impulsem Diraca u(¢)=a-5(t)
oznacza sie

y(t)=a-g(t)

Funkcja g(t) nazywa sie impulsowa funkcja przejscia ukfadu liniowego.

IMPULSOWA FUNKCJA PRZEJSCIA TO:

1. Oprowiepz NA DELTE Diraca

2. POCHODNA ODPOWIEDZI UKKADU 7 (f) NA SKOK JEDNOSTKOWY:

g(t)=%§t)
3. ORYGINAL TRANSMITANCII G(s), CZYLI ODWROTNA TRANSFORMATA LAPLACE'A TRANSMITANCII:
Y(s)=G(s)U(s), U(s)="

Y(s)=G(s),y(t)=g(t)

5.6 Transmitancja a rownania stanu

Transmitancja opisuje dynamike toru sterowanie-wyjscie (przy zerowych warunkach
poczatkowych) nie wnikajac w strukture obiektu.

| To samo wejécie, to samo wyjscie, inny $rodek.

Rownanie stanu daje mozliwos¢ doktadnego opisu struktury, opisu dynamiki stanu i wyjscia oraz
ujecia wplywu warunkow poczatkowych.

Dana transmitancja reprezentuje uktad dwdch zbiornikdéw:

K
Gl = ra)
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| Jest niekonczenie wiele zestawéw A, B, C realizujacych te transmitancje.

Mam nadzieje, ze rysunki sa dobrze, ale ze byty przerysowywane na szybko, to sq
odtwarzane troche na zasadzie zgaduj-zgadula.

1. Modelowanie poziomu dwdch zbiornikdow potgczonych O
Szeregowo:
X 0 —A,llx — # 2
2 2| [ %2 A 2
2 |
_ X —
y_[l 0} : x2¢ I
xS Y —‘7
ug Ky Ll Nyl g, 1] x=y # A%y
2‘2 — N — N

X4 _—
A2 A1

***** o e

Rysunek 5.4: Schemat blokowy dwdch zbiornikow polqczonych
szeregowo

Rysunek 5.3: Zbiorniki
polqczone szeregowo

2. Modelowanie réznicy poziomoéw dwdch zbiornikéw
potgczonych rownolegle:

X =N 0 I 4| K ! u
X, 0 —A,lx, K|A,—A,
y=[1 -1 "
Xy
)‘2_?‘1 !
S

‘ A x Rysunek 5.5: Schemat blokowy dwoch
22 zbiornikow potqczonych rownolegle

Rysunek 5.6 Zbiorniki potqczone rownolegle

3. Modelowanie poziomu dwéch zbiornikdw potaczonych szeregowo i sprzezeniem:

X[ 0 A FA, | x, 0 y
X, —AA, —A A, x, K
y=[1 0]|"

X,
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u l|x,
— A +A

£

A +A,

_ <
R AjA,x,

Rysunek 5.7: Schemat blokowy zbiornikow potqczonych szeregowo ze

sprzezeniem x2¢
5.7 Naturalne zmienne stanu
’ (A, +24,)x,
Uktady liniowe n -tego rzedu opisywane transmitancjg mogq byc
przedstawione w postaci schematéw blokowych z wykorzystaniem tylko e >
cztonow catkujacych I rzedu i czlonéw wzmacniajacych. xl% —

Reprezentacja ta wprowadza pojecie naturalnych zmiennych stanu,

ktérymi mogaq by¢ kolejne pochodne zmiennej wejsciowej.

Rysunek 5.8: Zbiorniki
polqczone szeregowo ze
przezeniem

> b,
> b,
> b,
- +
! »% »% »%—»b()» -
a, 4
a €—
a, <

Rysunek 5.10: Schemat blokowy po przeniesieniu weztow sumacyjnych

Podstawy sterowania




5.8 Rownanie n -tego rzedu

Ogdlne skalarne réwnanie n -tego rzedu na zmienng wyjéciowa y(¢) dla uktadu
jednowymiarowego (SISO, Single Input-Single Output)

YO () +a, Yy (t)+. ra, y(t)+a.=bu" (1) +b, u" ) (¢)+...4+ba(t)+b ult)

mozna zamieni¢ na n réwnan rézniczkowych I rzedu:

x1(t)

x(t)=| :+ [€R" y(1)eR, u(t)eR
X, (1)

x(t)=Ax(t)+Bu(t)

y(t)=Cx(t)+ Du(t)

5.9 Postacé sterowalna

Dla oznaczen:

b =0 = y=[b,.b,,...b, ]

> n—1

I postad sterowalna wyglada tak:

0 1 0 0
0 0 1 0
A= B=
0 0 1|’ :
—-a, —a, —a,_, 1
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6 Obiekt, sterowanie i wyjscie. Struktury systemow

sterowania.

6.1 Zadania automatyki

Pierwsze trzy punkty sq

Zadanie analizy systemu dynamicznego, ktorym chcemy sterowac:  , gyzej czesci odtwarzane

a) poznanie cech obiektu (poznanie modelu)

b) poznanie reakcji uktadu na dane sterowanie

g

Rysunek 6.1: llustracja zadania analizy

Zadanie syntezy systemu sterowania:

a) otrzymanie pozgdanego ksztattu wyjscia

b) znalezienie sterowania

c) zaprojektowanie sterownika

R u(t)Z?I

o

z pamieci — notatki

z wyktadu mam szczatkowe,
a nie moge znalez¢ tego

w ksiqzce.

Rysunek 6.2: Ilustracja zadania syntezy

6.2 Sterowanie w uktadzie otwartym i ukfadzie zamknietym

OBIEKTEM MOZNA STEROWAC W UKLADZIE OTWARTYM, JESLI SPELNIONE SA WSZYSTKIE PONIZSZE

WARUNKI .
A) OBIEKT JEST STABILNY

B) OBIEKT JEST BARDZO DOBRZE ZNANY

C) JEST GWARANCIJA, ZE W CZASIE STEROWANIA NIE BEDZIE ZADNYCH ZAKLOCEN ZEWNETRZNYCH

r

—

R

u

—p O

Y

Rysunek 6.3: Uktad otwarty

OBIEKTEM NALEZY STEROWAC W UKLADZIE ZAMKNIETYM, GDY ZACHODZI PRZYNAJMNIEJ JEDEN

Z PONIZSZYCH WARUNKOW :
A) OBIEKT JEST NIESTABILNY

B) OBIEKT JEST SLABO POZNANY

C) NIE MA GWARANCII, ZE W CZASIE STEROWANIA NIE BEDZIE ZADNYCH ZAKLOCEN ZEWNETRZNYCH
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—’"»%»R—”»Ol»g»

Rysunek 6.4: Uktad zamkniety

6.3 Zadania sterowania
Patrz punkt 1.2. Tu troche zmodyfikowane definicje:
a) zadanie nadazania sygnatu wyjsciowego za zmieniajgcym sie sygnatem referencyjnym

b) zadanie stabilizacji sygnatu wyjsciowego y na poziomie referencyjnym r bez wzgledu na
dziatajace zaktocenie z

l W systemach dynamicznych ,nie lubimy” stanéw przejsciowych.

6.4 Systemy automatyki procesowej i zabezpieczeniowej

Kompleksowy system automatyki, sterujacy instalacjg technologiczng, obejmuje rézne uktady
automatyki, ktére mozna podzieli¢ na dwie grupy:

a) uktady automatyki procesowej DCS (ang. Distributed Control Systems)
b) ukfady automatyki zabezpieczeniowej SIS (ang. Safety Instrumented Systems)

Uktady DCS pracujg z reguty w konfiguracji systemu sterowania nadrzednego, ktérego zadaniem
jest znalezienie optymalnego punktu pracy ustalonej dla instalacji, doprowadzenie instalacji do
tego punktu i prowadzenie instalacji w poblizu tego punktu, co ma gwarantowac uzyskanie
produktu o wymaganych normach, przy jednoczesnej wysokiej wydajnosci i oszczednosci procesu.

Uktady SIS majq za zadanie pilnowanie bezpiecznej odlegtosci zmiennych procesowych od ich
ograniczen, co ma gwarantowac pozostawanie punktu pracy w obszarze stabilnosci. Uktady te sg
odpowiedzialne za rozpoznawanie zaktdcen najbardziej niebezpiecznych i sytuacji awaryjnych. Do
ich zadan nalezy alarmowanie o przekroczeniu ograniczen technicznych i technologicznych,
wylgczanie zepsutych i wigczanie zapasowych urzadzen pomarowo-kontrolnych, zamykanie
lokalnych niebezpiecznych cykli produkcyjnych, wiaczanie sekwencji blokad i awaryjne odstawianie
instalacji.

taczenie tych dwdch klas uktadéw automatyki w jednych urzadzeniach (np. w jednym sterowniku
PLC - ang. Programmable Logic Controllers) jest zabronione, zwfaszcza dla proceséw, w ktérych
wystepuje ryzyko katastrofalnej awarii. Miedzynarodowe unormowania prawne zalecajg dla
instalacji przemystowych rozdzielanie funkcji sterujacych od funkcji zabezpieczen.

Sygnaly o zagrozeniach

REGULATORY
— > ZABEZPIECZAJACE| P >
PROCES
REGULATORY
PROCESOWE | P >

Sygnaly o btedach
Rysunek 6.5: Schemat rozdzielnych systemow DCS i SIS
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6.5 Ogodlny schemat uktadu regulacji ze sprzezeniem zwrotnym
r - wartosc referencyjna dla regulatora (zadawana przez operatora)

& - biad regulacji

u - sterowanie generowane przez regulator

v - wyjscie z obiektu (wielko$¢ regulowana)

z, - zaktécenie sterowania

z, - zaktdcenie wyjscia

z, — zaktdcenie oddziatujgce na parametry obiektu
z, — szumy pomiarowe

R - regulator
W - czton wykonawczy (np. przetwornik, sitownik, zawér)
G - obiekt sterowania

T - tor pomiarowy (np. czujnik, przetwornik, transmisja)

L i R W e

I -

Rysunek 6.6 miejsce zaktocen w uktadzie regulacji

Dla zaktécen z, i z¢ i T(s)=) otrzymuje sie transformate sygnatu wyjsciowego y(s) :

RW G G 1
__8VG — () ———
S awe W T rme 2t TR g 2

z ktorej wida¢ transmitancje toru nadgzania i toréw zaktocen.

Klasyczny ukfad regulacji szybciej likwiduje wptyw zaktdcen znajdujacych sie blizej wyjscia ukfadu.

6.6 Przyktadowe realizacje jednowymiarowych uktadow regulacji SISO

6.6.1 Uktad klasyczny

Klasyczny ukfad stabilizacji sygnatu wyjsciowego y dla eliminacji wptywu zaktécenia z, ma
postac:

Para grzewcza

< +

(> R W P G |l —"p

Rysunek 6.7: Schemat regulacji

Transformata wyjscia dana jest wzorem:
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(s)=_RWG

1
N —ml’(S)‘Fi (S)

1+RWG >

6.6.2 Uktad kaskadowy

Gdy oprécz zaktdcenia z, wystepuja duze zaktdcenia z, zmiennej sterujacej u, to w uktadzie
klasycznym dodatkowo stosuje sie uktad dwuobwodowy - kaskadowy z regulatorem gtéwnym i

pomocniczym. Pomocnicza petla sprzezenia zwrotnego o szybkiej dynamice (matej statej
czasowej) stabilizuje zmienng pomocnicza.

z, Cisnienie pary

Para grzewcza

£ u * y
(e R, B B R, B W G |l >

T Petla pomocnicza Temperatura pary

Rysunek 6.8: Schemat regulacji

6.6.3 Uktad adaptacyjny

Regulatory dostosowujace na biezgco swoje parametry do zmieniajgcego sie uktady nazywane sg
regulatorami adaptacyjnymi.

Rozrdznia sie dwa typy uktadéw adaptacyjnych:

a) z; jest mierzalne - stosuje sie uktad adaptacji z petlg otwartg i tzw. programowalnym

wzmocnieniem (ang. gain scheduling), co ogdlnie dotyczy programowalnych zmian
parametréw regulatora

Programowalne Zy
wzmocnienie

L R O T

T

Rysunek 6.9: Schemat adaptacyjnego uktadu z programowalnym
wzmocnieniem

b) z, jest niemierzalne - stosuje sie uktad adaptacyjny z petla zamknietg, tzw. ukiad
samonastrajalnego regulatora STR (ang. Self Tuning Regulator)
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Parametry obiektu

Identyfikator

parametrow -
obiektu
Zy
z ;
42 #3

Y
” O () 1-»

Strojenie
regulatora -

r R

Rysunek 6.10: Schemat posredniej adaptacji z identyfikatorem

> Model
referencyjny
Strojenie € -
regulatora A+
z
- . Q < 41
*g v
- R ¢> 0 -
_T u

Rysunek 6.11: Schemat bezposredniej adaptacji z modelem
odniesienia

6.7 Algorytmy ciagtej regulacji PID

Do klasycznych algorytmdw regulacji ciggtej nalezy liniowa kombinacja algorytmu
proporcjonalnego, rézniczkujacego i catkujacego.

Zastosowanie zasady, ze aktualna wielko$¢ sterowania generowana w danej chwili przez
regulator jest proporcjonalna do aktualnej wartosci btedu, proporcjonalna do pola
powierzchni btedu od momentu startu do chwili obecnej i proporcjonalna do aktualnej
pochodnej btedu, dato na tyle dobre rezultaty, ze powyzszy algorytm w postaci sumy wazonej
trzech réwnolegtych akcji zastosowany w pierwszych przemystowych regulatorach mechaniczno-
pneumatycznych z lat 30. XX w. przetrwat do dzi$ i znajduje zastosowanie w cyfrowych
regulatorach PLC.

r:SP@e > R ul

ot

Rysunek 6.12: Generowanie sterowania
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Y ax T, nerwus
dt 1 i

ysunek 6.13: Liniowa kombindcja algbrytméw regulacji

6.7.1 Regulator proporcjonalny P
Gr(s)=K
u(t)=K «(t)

K - wspotczynnik proporcjonalnosci

\
E-\ ++% - zakres proporcjonalnosci

|
TIK T >

sunek 6.15: Porownanie odpowiedzi uktadu otwartego i ukladu ze sprzezeniem zwrotnym
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A

_zadany poziom

: : {C— ust
R ____ _poziom rzeczywisty

ysunek 6.16: Blqd w stanie ustalonym

6.7.2 Regulator proporcjonalno-rézniczkujacy PD
Gpls)=K(14+T,s)
de(t)
Podt

T, - stata czasowa rdézniczkowania (czas wyprzedzenia)

u(t)=Ke(t)+T

6.7.3 Regulator proporcjonalno-catkujacy PI

Gpls)=K

1+L)=K+g
T,s s

u(t)=K 5(t)+o<js('r)d1'

0

T, - stata czasowa catkowania (czas zdwojenia — czas, po ktorym sygnat z regulatora w
odpowiedzi na skok jednostkowy bedzie dwa razy wiekszy niz sygnat z regulatora
proporcjonalnego)

6.7.4 Regulator proporcjonalno-catkujaco-rézniczkujacy PID (idealny)
PID-ISA - wzmocnienie K dotyczy wszystkich torow

\
GR(S)=K \+T—1S+TDS
PID-IND - indywidualne wzmocnienie torow
Y
Gols)=K + 2 g s=Bs TKsHx
s
t
de(t)

u<t)=Ke(t)+aje(T)dT+57

6.7.5 Regulator proporcjonalno-catkujaco-rézniczkujacy PID z inercja
(rzeczywisty)

1 Tps @, PBs
G =K(1+—+ =K+—+ TKT
2(s) ( T,s Ts+1) s Ts+1' P
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7 Algorytmy dyskretne regulatoréw PID. Stabilnos¢

7.1 Algorytmy dyskretne regulatora PID

Sygnatem wejsciowym do algorytmu regulatora jest sygnat btedu e(z) , a sygnatem wyjsciowym -
sygnat sterowania u(z) .

W cyfrowych wersjach regulatorow wtasciwym opisem algorytmu jest réwnanie réznicowe o
postaci:

u,tau,_ta,u, ,+..+a,u,_,=bye,t+be,_+...+b,e,_,
Ponizej rozwazone bedg trzy wersje dyskretne ciggtego réwnania regulatora PID:

u(t)=K e<f>+Tilje<T)dT+Tdded<tz>

gdzie:

K - wspotczynnik wzmocnienia regulatora
T, - czas catkowania

T, - stata rézniczkowania

T - okres probkowania

7.2 Reguta catkowania prostokatow (forward)
k—1
T T,
u, =K ek+T—]; ei+7[ek—ek7,]

Reguta ta pozwala policzy¢ u; od razu dla dowolnego &, przy czym zapamietany jest przebieg
btedu e, w przedziale [0,k—1]. Algorytm powyzszy zwany jest algorytmem pozycyjnym.

ALGORYTM PRZYROSTOWY (PREDKOSCIOWY) WYKORZYSTUJE POLICZONA W CHWILI POPRZEDNIE]

WARTOSC STEROWANIA ;| I TRZY OSTATNIE PROBKI POMIAROWE BLEDU:

u,=u,_,+b,e,+be,_+b,e,_,

gdzie:
b,=K 1+T”’
o T
T
b=—K|1+2-%——
! T T,
T
b,=K—-<
2 T

7.3 Aproksymacja wsteczna (backward)

Ogdlny wzér jest ten sam, zmieniajg sie tylko wspoétczynniki b :

T
1+_d+l
T

b,=K
0 T[

b=K

T
1+2—d)
T

34 Podstawy sterowania



b,=K—=2
2 T

7.4 Reguta catkowania trapezow
Ogolny wzér jest ten sam, zmieniajq sie tylko wspotczynniki b :

T
A

b,=K
0 2T, T

T
1424 T

b,=—K
: T 2T,

7.5 Transmitancja w przypadku ogoinym

We wszystkich powyzszych przypadkach transmitancja dyskretna PID wyrazana jest wzorem:
2

U(Z) _b0+b12_1+b22_
E(z) 1-z7"

Co jeszcze ogodlniej mozna zapisac:

G(z)=

Ul(z) botb,z'+byz+. . .+b,z7"
E(z) 11—z

Dla réznych m otrzymuje sie rézne regulatory: m=0 - P, m=) - PI, m=Y - PID, m=Y - PIDD,
... Sg one opisane réwnaniem rdéznicowym:

u,=u, ,+b.e +be, _+...+b, e,

G(z)=

Biorac pod uwage efekt inercji w praktycznych realizacjach cztonu rézniczkujacego dyskretna i
dokfadna transmitancja regulatora PID (z uwzglednieniem cztonu podtrzymujacego ZOH) ma
postac:

_bo—l-blz_l—l-bzz_2
- 2

GR(Z)

l-a,z '+a,z
gdzie:

Td
b(]:K 1+T

<
+
[\
=)
|
il

a,=y-1
a,=-y

Td
zwykle przyjmuje sie TTE[“+‘ ']
d

réwnanie rézniczkowe przyjmuje wtedy postac:
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uk:(y_ ) )uk—ﬁ+yuk—Y+b~ek+b\ ek—\+bvek—v:_uk_w_Y(uk_s+uk_v)+b. e, +be, \t+b.e,

Gtowna réznica pomiedzy réwnaniami ciqgtymi a dyskretnymi jet taka, ze w ciagtych obie strony
zgadzaja sie bez przerwy:

y(t)+a, y(t)+a,y(t)=byul(t)

Rownania dyskretne zachowuja réwnosé tylko dla danych momentéw, ,wloka za sobq pamieé”:

Vit @y ta, v = byuy
LJezeli czegos nie potrafie zmierzyd, to to nie istnieje”.
T — okres pomiedzy prébkami

‘Ti:f(ai:T)

7.6 Regulatory przekaznikowe stosowane w uktadzie regulacji

W prostych uktadach regulacji jednym z czesciej uzywanych regulatoréw nieliniowych sg
przekazniki. Wykorzystywane sg w termostatach urzadzen grzewczych i chtodzacych. Precyzja
stabilizacji nie jest wysoka i czesto pojawia sie cykl graniczny, tzn. warto$¢ zmiennej wyjsciowej
oscyluje mniej lub bardziej doktadnie wokoto wartosci sredniej. Obecnos¢ naturalnych zbiornikéw i
pojemnosci cieplnych (cztondw catkujacych) pracujacych jak filtr dolnoprzepustowy powoduje
zmniejszenie amplitudy tych oscylacji. Przebiegi uzaleznione sg od typu zastosowanego
przekaznika. Ponizszy przyktad pokazuje, jak obecnos¢ histerezy wptywa niekorzystnie na proces
stabilizacji powodujac lokalng niestabilno$¢ przebiegu.

i

ysunek 7.1: Uktad regulacji
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. | | y
i10 =5 0

ysunek 7.3: Rodzina trajektorii dla | Rysunek 7.4: Rodzina trajektorii
terowan +M dla sterowan —M

s \‘~ \o

“' “‘n

sunek 7.5: Przebieg

7.7 Stabilnosé

Przez stabilno$¢ systemu rozumiemy zdolnos$c tego systemu do utrzymania swojej pozycji w
aktualnym punkcie rownowagi.

Stabilno$¢ dynamicznych ukfadéw liniowych ciggtych zalezy od:
« warunkow poczatkowych
- sterowania
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7.8 Stabilnos¢ w sensie Lapunowa

Stabilnos$¢ w sensie Lapunowa jest stabilnoscig wzgledem warunkéw poczatkowych.

Réwnanie opisujgce dynamike stanu swobodnego uktadu liniowego (bez sterowania) ma postad:
x(t)=Ax(t), x(0)=x,#0
x(t)=[x,(¢),....x,(t)] €R", V=0

Jego rozwigzaniem jest:
x(t)=e" x.

Méwimy, ze taki uktad jest stabilny w sensie Lapunowa, jesli dla dowolnych warunkéw

poczatkowych x,, kazda sktadowa jego rozwigzania x(¢) dazy do zera lub przynajmniej nie
narastadla ¢>-.

Uktad liniowy, stacjonarny x=Ax jest stabilny globalnie (dla dowolnych warunkéw
poczatkowych) wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wartosci wtasne macierzy 4 majq niedodatnie
czesci rzeczywiste, a kazda wartos¢ wiasna o zerowej czesci rzeczywistej jest pierwiastkiem
jednokrotnym wielomianu minimalnego macierzy 4 .

UktAD LINIOWY, STACIJONARNY X=AXx JEST GLOBALNIE ASYMPTOTYCZNIE STABILNY WTEDY I TYLKO
WTEDY, GDY WSZYSTKIE WARTOSCI WEASNE MACIERZY A MAJA UJEMNE CZESCI RZECZYWISTE.

7.9 Stabilnos¢ w sensie ,,ograniczone wejscie — ograniczone wyjscie”
(BIBO)

Skrét BIBO oznacza Bounded Input - Bounded Output. Pytanie o stabilnos$¢ w sensie BIBO jest
pytaniem o warunki gwarantujace uzyskanie ograniczonej odpowiedzi wyjscia y ukfadu liniowego
na kazdy ograniczony sygnat sterujacy u .

Za tak zdefiniowang stabilnos¢ przy zerowych warunkach poczatkowych odpowiedzialna
bedzie struktura toru sterowania, ktéra moze by¢ przedstawiona transmitancja lub réwnaniem
wyjscia.
Z réwnania stanu i wyjscia wynika postac jego rozwigzania na y(¢) :
= Y _
X Ax+Bu:>G(S): (s) =C|sI-A] 'B
y=Cx Uls)

t t

y()=[ce"" " Bu(t)d =] g(t—T)u(t)d T

0 0

Wida¢, ze za uproszczenia w transmitancji i za znikanie narastajacych niestabilnych modoéw
macierzy e w macierzy impulsowej funkcji przejécia g(¢)=Ce™ B odpowiedzialne sa dodatkowo
macierze B i C.

7.10 Stabilnos¢ w sensie Lapunowa a stabilnos¢ w sensie BIBO
Dla ukfaddéw liniowych mozna podac trzy ponizsze stwierdzenia:
1. Kazdy uktad stabilny asymptotycznie w sensie Lapunowa jest stabilny w sensie BIBO

2. Uktady stabilne nieasymptotycznie w sensie Lapunowa mogg byc:

a) niestabilne w sensie BIBO, np.:

)
- czton catkujacy G(S)Z; , stabilny w sensie Lapunowa - daje odpowiedz narastajacqa

na skok jednostkowy

1
« oscylator harmoniczny G(s)= L stabilny w sensie Lapunowa - wykazuje
S

nieskonczone wzmocnienie dla ograniczonego sygnatu sinusoidalnego o
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czestotliwosci rezonansowej
b) stabilne w sensie BIBO

N

2
s t+s

uktad G(s)=

3. Uktad stabilny w sensie BIBO nie musi by¢ stabilny w sensie Lapunowa

L — niestabilne L — stabilne

BIBO - stabilne L — stabilne
. asymptotycznie

Rysunek 7.7: Przenikanie si¢ roznych typow
stabilnosci

Podstawy sterowania



8 Kryteria oceny stabilnosci. Systemy nieliniowe

8.1 Kryterium Hurwitza

Dany jest wielomian zmiennej s (wielomian charakterystyczny macierzy 4 lub mianownik
transmitancji):

-1
a,s"+a,_;s" +..+a, s+a,=0

Warunkiem koniecznym stabilnosci (ujemnosci czesci rzeczywistych pierwiastkow) jest, aby
wszystkie wspoétczynniki @; byly niezerowe i posiadaty ten sam znak.

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym stabilnosci asymptotycznej jest, aby w wyznaczniku
Hurwitza wyznacznik gtéwny i kazdy jego podwyznacznik byty dodatnie.

a, a, 0 .. 0 0

a, a, a, a, .. 0

O e an an—l an—2 n—3

0 0 0 a, a, 4 (n—1)X(n—1)

8.2 Kryterium Nyquista

Kryterium Nyquista pozwala ocenic¢ stabilnos¢ uktadu zamknietego na podstawie amplitudowo-
fazowego wykresy transmitancji uktadu otwartego G,=G, G, . Nie trzeba specjalnie analizowat
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G,

mianownika transmitancji zastepczej ukfadu zamknietego Gzzm .
12

1. Jezeli ukfad otwarty jest stabilny i przyrost argumentu ( Aarg ) transmitancji otwartej
G,(jw) liczony na ptaszczyznie zespolonej od w=0 do w=co widziany z punktu (—1,0)
jest rowny zero, to uktad zamkniety bedzie tez stabilny (wykres nie obejmuje punktu

(—=1,0)).

u(t)=Asin(wt)

y()=|G(jw) Asin(w+)

G(jw)=P(w)+jQ(w)

ysunek 8.1: Przyrost argumentu
w kryterium Nyquista

2. Jezeli ukfad otwarty jest niestabilny (tzn. mianownik G,(jw) ma m pierwiastkdw z prawej
strony ptaszczyzny), to uktad zamkniety jednostkowym sprzezeniem zwrotnym jest

stabilny, jezeli przyrost argumentu Aarg=m 1T=%27T (wykres okraza punkt (—1,0) —
razy w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara), przy zmianie w od 0 do «.

3. Jezeli w transmitancji wystepuja bieguny zerowe i wykres amplitudowo-fazowy dla w=0
ma punkt nieciagtoéci tzn. IG,(0)=*w |lub RG,(0)==*x, nalezy hipotetycznie uzupetni¢
ten wykres tukiem o promieniu nieskoficzonym, siegajacym R G=oo i traktowac ten punkt
jako formalny poczatek wykresu RG,(*).

8.3 Stabilnos¢ uktadow liniowych dyskretnych
Liniowy swobodny uktad dyskretny:

X =Apx,, x.#+, x,€R", Vk=0

x1(k+1) ay - 4y x1(k)
. - a, : .

x,(k+1)| |a, ... a.| x.(k)

nazywamy asymptotycznie stabilnym (w sensie Lapunowa), gdy dyskretne wartosci odpowiedzi
swobodnej malejg do zera dla k—x.

Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym asymptotycznej stabilnosci uktadu liniowego,
stacjonarnego, dyskretnego jest, aby wszystkie pierwiastki rownania charakterystycznego
macierzy stanu 4, lezaty wewnatrz kota jednostkowego:

lz|<1 dla i=1,...,n

System bedzie stabilny, jesli na okregu jednostkowym bedg lezaty tylko jednokrotne pierwiastki
wielomiany minimalnego. Pierwiastki te mozna wyliczy¢ z wyznacznika macierzy
charakterystycznej:

|z —A4,|=0

Dla udowodnienia twierdzenia stosuje sie liniowe przeksztatcenie stanu sprowadzajace macierz
A, do jej postaci diagonalnej Jordana poprzez nieosobliwg macierz kwadratowg 7T':
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20 ... 0

A gk oA
X, =Jpxe=

x,=Apx,=T J5 T "x,
Wida¢, ze rozwigzanie dla wszystkich sktadowych stany i dla dowolnych warunkéw poczatkowych
bedzie dgzyto do zera tylko wtedy, gdy wartosci wtasne z;, bedg utamkami (ogdlnie ich modut
bedzie mniejszy od 1). Dla przypadku granicznego lz,|=1 i pojedynczych wartosci wtasnych uktad
bedzie pozostawat na granicy stabilnosci.
8.4 Przeksztalcenie w

Przeksztatcenie geometryczne w przeksztatca okrag jednostkowy na ptaszczyznie z w lewg
potptaszczyzne na ptaszczyznie w . Do tak przeksztatconego rownania mozna stosowacé znane
kryteria dla ukfad ciggtych.

w+1
z=—
w—1

Dany jest wielomian charakterystyczny:
M(z)=a,z"+a, Z"'+..+a,z+a,=0

i dwie liczby zespolone: w=«a+j B, z=y+j6.

Po zastosowaniu przeksztatcenia w, z= otrzymuje sie:

w—1"'
N(w)=b,w'+b,_ W'+, +bw+b,=0

Dla wielomianu N (w) mozna juz stosowa¢ znane kryteria stabilnosci uktadéw ciagtych.

8.5 Stabilnos¢ uktadoéw nieliniowych ciagtych

Dla ukfaddéw nieliniowych ciagtych analiza stabilno$ci dotyczy stabilnosci wybranego rozwigzania
réwnania ciggtego. Badanie stabilnosci uktadu bedzie dotyczyto tylko wybranych rozwigzan. Te
rozwigzania to tzw. punkty rownowagi systemu.

Dla stabilnosci rozwigzania wzgledem zmian warunkéw poczatkowych dany jest system nieliniowy
opisany wektorowym rownaniem rdézniczkowym nieliniowym:

X(t)=11{x(t),¢]
x(t)=[x,(1),....x,(1)|€R"
%(t) - rozwigzanie, *(.)=x.
8.6 Punkty rownowagi

Punkt rownowagi to rozwigzanie, ktére dla wszystkich czasow 7>+ wykazuje wartos$¢ ustalong
x(t)=const , czyli jego pochodna sie zeruje, x(7)=0 dla Vi>".
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System nieliniowy moze nie mie¢, mie¢ jeden, wiele lub nieskoriczenie wiele punktéw rownowagi.
Trzeba sprawdzi¢ stabilnos¢ interesujgcego nas punktu rownowagi.

8.7 Pierwsza metoda Lapunowa

Pierwsza metoda Lapunowa oceny stabilnosci wzgledem warunkéw poczatkowych polega na
linearyzacji uktadu nieliniowego wokdt wybranego punktu rdwnowagi x, i ocenie stabilnosci tak
uzyskanego modelu liniowego.

Dany jest ukfad nieliniowy i jego punkty rownowagi:
()=flx(t),t|=x,

Do réwnania wprowadzamy zmienne odchytkowe Ax, oznaczamy x(t)=x,+Ax(¢) oraz
rozwijamy prawa strone w szereg Taylora wokot punktu réwnowagi. Po pominieciu wyrazéw
wyzszych od pierwszego stopnia otrzymujemy:

Ax()=f(x)+ 2L] Axr...

x|

of, of, o/,
ox, O0x,  0x,
of

of _ . 2

e
2/, o/,
oy 7 o

Biorac po uwage zalezno$¢ f(x,)=0, otrzymuje sie znana liniowa posta¢ réwnania stanu:
Ax(t)=J Ax(t)
Warunek wystarczajacy stabilnosci modelu nieliniowego (twierdzenie Lapunowa):

« Jezeli model liniowy otrzymany po linearyzacji wokoét wybranego punktu réwnowagi x, jest
asymptotycznie stabilny, to model nieliniowy bedzie rowniez asymptotycznie stabilny
wokot tego punktu w sensie Lapunowa.

+ Jezeli model liniowy jest niestabilny, to rozwigzanie zerowe uktadu nieliniowego jest tez
niestabilne.

« Jezeli model liniowy jest tylko stabilny, o nic o stabilnosci punktu x, dla modelu
nieliniowego nie mozna powiedziec.
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9 Sterowalnosc¢ i obserwowalnosé

9.1 Sterowalnosé

Oprocz cechy stabilnosci dla obiektu sterowania definiuje sie pojecia sterowalnosci i
obserwowalnosci. Teoretycznie w kazdym systemie ktdrym sterujemy mozna wyroéznic¢ cztery bloki,

Nie wszystkie jednak musza wystapic.

Rysunek 9.1: Schemat systemu
I Sterowalnoé¢ = mozliwo$¢ oddziatywania na system

Sterowalnos$¢ wektora stanu wigze sie z mozliwoscig przeprowadzenia stanu z dowolnego punktu
przestrzeni stanu w dowolny inne punkt w skofniczonym czasie.

A

AN -

N

Rysunek 9.2: Sterowalnos¢

Dla ciagtych ukfadéw liniowych badanie sterowalnosci stanu x,(¢,) do wszystkich innych stanéw
mozna sprowadzi¢ do badania sterowalnosci tylko do stanu zerowego x,(¢,)=0. Wtedy stan
x,(,) bedzie tez sterowalny do innych standw.

Niesterowalnos$¢ wektora stanu wigze sie z niemozliwoscig znalezienia sterowania, ktdre
przeprowadzi stan z jdnego punktu w drugi. Przyczyna niesterowalnosci wzgledem stanu moze by¢
niezamierzona nadmiarowos¢ wektora stanu w budowanym modelu procesu lub specyficzny dobér
parametréw systemu dajacych za duzo symetrii (np. na dwie jednakowe masy potaczone sprezyng
oddziatujg dwie takie same sity (sterowania) o przeciwnych zwrotach - nie ma mozliwosci zmiany
potfozenia ich $rodka ciezkosci).

9.2 Warunek konieczny i dostateczny sterowalnosci ukfadu liniowego
WARUNKIEM KONIECZNYM I DOSTATECZNYM X-STEROWALNOSCI UKtADU LINIOWEGO, STACIJONARNEGO.
x(t)=Ax(t)+ Bu(t)

Gozie Vi=0:x(t)eR”
JEST, ABY RZAD MACIERZY Qc BYt ROWNY 7,
0.=|B 4B 4B ... A"'B
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Jedli O jest osobliwa, to system nie jest sterowalny w catej przestrzeni, ale moze by¢ sterowalny
w podprzestrzeni stanu. Podprzestrzen sterowalnosci jest okreslona przez kolumny liniowo
niezalezne macierzy O-.

A:[g _11], B=[_11}, c=[1 o]

Oc= _11 _11 - system X-niesterowalny
G(s)=Clsl—A]"' B=—"2
(s)=Cls ] s(s+1)

W transmitancji wystepuje uproszczenie licznika z mianownikiem. Kierunek [1 —1]" pokazuje
podprzestrzen sterowalnosci.

x, A

Rysunek 9.3: Podprzestrzen sterowalnosci
Niesterowalnos$¢ wystepuje w przypadku, gdy w transmitancji wystepujg uproszczenia licznika i
mianownika.
9.3 Sterowalnosé¢ uktadow liniowych dyskretnych
Warunek X-sterowalnosci dla uktadéw dyskretnych
Xp=ApX,+Bpuy
jest taki sam jak dla ciggtych:
O.=|B, A,B, 4B, ... A3'B,

rzqd Q .=n

Posta¢ te mozna wyprowadzié¢ z rozwigzania rdwnania, wykazujac dodatkowa ceche ukfaddéw
dyskretnych - jesli uktad jest sterowalny, to stan dowolny x, mozna sprowadzi¢ do poczatku
uktadu w n lub mniej krokach:

n—1 unfl
x,=Apxg+ > Ay T Byu=Apx,+|B, ApB, ... Ay'Bp|| : |=Apx,+0cu

i=0
U

Dla uktadu jednowymiarowego sterowanie stabilizujace do x,=0 ma wiec posta¢ wektora u€R”
(prébki w odwrotnej kolejnosci):

u=—0c" A5 x,
Jest to jednoczesnie przepis na ksztatt sterowania programowego w uktadzie otwartym (sterownik
programowalny).
9.4 Obserwowalnos¢

Uktad jest obserwowalny, jezeli jest mozliwe odtworzenie wektora stanu na podstawie pomiaréw
wyjscia i ewentualnie wejscia uktadu sterowanego.

| .Soft sensor” - nie mierzymy, a wiemy.
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W przypadku liniowych uktadéw dynamicznych przy badaniu podstawowego warunku
obserwowalnosci mozna bez straty ogdlnosci zatozy¢, ze sterowania sg zerowe. Warunek ten
zaprezentujemy wiec dla znanego ciggtego, liniowego, stacjonarnego uktadu swobodnego:

x(t)=Ax(t)
y(t)=Cx(1)
gdzie dla V¢>0.x(7)eR", y(t)eR" .
Jezeli m<n to nie mozna odwrdci¢ prostokatnej macierzy C i rozwigzywaé na biezaco réwnania
x(t)=C""y(t).
9.5 Kryterium obserwowalnosci
Dla zapewnienia obserwowalnosci ciggtego, liniowego, stacjonarnego ukfadu swobodnego
x(t)=Ax(t)
y(t)=Cx(1)
gdzie V=>0:x(¢)eR", y(t)eR"”
rzad prostokatnej macierzy O,, o m-n wierszach musi rownac sie n.
C
Qo= C;A
CA‘nfl

9.6 Podziat obserwatorow

Jesli uktad jest obserwowalny wzgledem stanu, to mozna podac¢ algorytm (sposdb) przetwarzania
sygnatu y(t) tak, aby przy pomocy macierzy 4, B, C wyliczy¢ x(¢) (stan). Taki algorytm
nazywa sie obserwatorem stanu.

Rozrézniamy obserwatory dokfadne, ktére po zarejestrowaniu przebiegu y(¢) na przedziale

[0,7'] odtwarzajq stan doktadny x(7'). Mozna tez budowa¢ obserwatory niedokfadne, takie,

ktére nie potrzebuja pamieci i okna pomiarowego w przedziale [0,7'] . Wykorzystujac na biezaco

pomiar y(¢) zwracajg od razu x(¢), gdzie x(z) jest tylko estymatg stanu, ale gwarantujaca, ze:
lim (x(z)-x(z)|—0

t— 0
Ksztatt tych estymatorow ma postac¢ rownania rézniczkowego:
x(1)=(A-GC)x(t)+Bu(t)+Gy(t), x(0)=x,

Szybkos¢ zbieznosci w obserwatorze nastawiamy w macierzy G (do dyspozycji projektanta).
Estymatory asymptotyczne znane sg pod nazwg obserwatora Luenbergera lub Kalmana-Bucy.

Regulator u Proces Y
stanu
X Obserwator
stanu

Rysunek 9.4: Schemat regulacji

Regulatorem stanu sa tylko bloki wzmacniajace:

u=—|K 5+ K, 5. K, 5= K, . K| KX
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u I x,
K
sunek 9.5: Obiekt obserwowan
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10 Regulatory wielowymiarowe
10.1 Wskazniki jakosci

J= ff )dt - btad regulacji roztozony w czasie

J= fu t)dt - koszt energii sterowania

)

J:f lu(t)|dt - wielko$¢ wydatku (zuzycia) paliwa

J:f[XT(f)Qx(fHMT(f)Ru(f)]df - kompromis pomiedzy jakosciq stabilizacji i kosztami
sterowania ustalany macierzami wagowymi Q (dodatnio pétokreslona - moze jej nie byc) i
R - dodatnio okreslona - musi by¢ zawsze)

czas ustalania

maksymalne przeregulowanie

10.2 Regulator LQR

Wskaznik J:f [xT(l)Qx(t)JFuT(f)Ru(t)}dl jest zwigzany z podstawowym problemem optymalizacji

regulatora Iinictanego od stanu z kwadratowym wskaznikiem jakosci (Linear Quadric Regulator -
LQR).
Na kazdej zmiennej stanu jest regulator P.

X(t)=Ax(t)+Bu(t), x(0)#0

y(t)=Cx(1)
dla V¢>0:x(t)eR",u(t)eR’, y(t)eR"
)

Funkcje sterujace u,(* eLz[ T| sa ograniczone co do energii, ale nie sg ograniczone co do
amplitudy.

Rysunek 10.1: Schemat blokowy
Wskaznik jakosci:

Josﬂ (£) Ox(t)+u" (1) Ru(t)|dt

tO

Sterowanie optymalne:
u’(t)=—Kx(t)=—R 'B"Kx(t)

Optymalna macierz wspdtczynnikdw wzmocnienia regulatora K () jest prostokatna [rXxn] .
Macierz K (¢) jest kwadratowa.

u]:—(k“xl+k12x2+kl3x3)

_(k21x1+k22x2+k23 x3)

48 Podstawy sterowania



Uy kll k12 k13
Tk, ky, k|l
U, 21 22 23
X3
u=—2Kx

10.3 Algebraiczne rownanie Riccatiego

Stata macierz K minimalizujgca wskaznik J jest réwna wartosci ustalonej rozwigzania réwnania

rézniczkowego Riccatiego K (). Jest tez jednoczesnie rozwigzaniem réwnania algebraicznego

Riccatiego ARE (Algebraic Riccati Equation):
0=KA+A"K—-KBR 'B"K+0

dla LOR(A,B,C,D,Q,R)

Uwagi:

Jezeli para (4,B) jest sterowalna (wystarczy stabilizowalna), to istnieje ograniczone,
symetryczne rozwigzanie ARE w postaci macierzy K?.

Jezeli dodatkowo para (4,C) jest obserwowalna, to K¢ jest jedyna i dodatnio okreslona.

Najwazniejszym stwierdzeniem jest, ze system zamkniety z regulatorem
stacjonarnym LQR jest asymptotycznie stabilny. Nie moze bowiem zadna ze
sktadowych zmiennej stanu x narasta¢ do nieskonczonosci, gdy wskaznik jakosci ma
skonczong wartos¢ stata.

Przyjecie macierzy wagowej O=C"C daje x'(¢)Ox(t)=x"(¢)C"Cx(¢t)=y"(¢) y(t), co
mozna interpretowac jako najlepsza stabilizacje wzgledem wyjscia y(¢) .

1
Dany jest system liniowy podwdjnie catkujacy G(s)== lub j(t)=u(t) .
s

Odpowiada mu réwnanie stanu ze sterowalnymi i obserwowalnymi parami macierzy (4, B)
x,(t)=x,(1)
x,(t)=u(t) = A=

i (4,C):
0 1], B={, c=li o
v(1)=x,(1) 00 H

Znalez¢ liniowy statyczny regulator LQR minimalizujgcy wskaznik kwadratowy z wagg 7 :

JZ_T[yz(t)+r-u2(t)]dt

Sterowanie optymalne dane jest wzorem u°(¢)=—r""B"K x(¢t)=—K x(t)
Stata symetryczna macierz K[2X2]| spetnia réwnanie algebraiczne Riccatiego:

KA+A"K—KBr~ B"K+0="+

© © \ . ]
T= [y () +ra' (1) de= [ xT(t){. x(e)+ru'(1)|dr , stad waga Qz{(l) 8]
ky kz.{o 1]4_0 Ol|ki ky|_|k, kz.o.[() 1}.-/(1 kz.l+1 01_|0 Ol
k, k|10 ol |1 oflk, &[ |k, k|1 k, k710 0] [0 0

A potem trzeba co$ takiego rozwigzaé, podstawi¢ do u?, wyliczyé macierz stanu uktadu
zamknietego 4,=|A4—BK]| ijego transmitancje...
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